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1.4 Badanie drgan wahadetl sprzezonych (M21)

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie okreséw drgan normalnych oraz czesto$ci dudnien
w ruchu dwéch jednakowych wahadel sprzezonych i poréwnanie uzyskanych wynikéw
z wartosciami przewidywanymi na podstawie teorii. Mozna réowniez badaé zalezno$é
okresu dudnien od odleglosci punktu zaczepienia sprezyny sprzegajacej wahadta od osi
obrotu wahadet.
Zagadnienia do przygotowania:

— dynamika bryly sztywnej: przyspieszenie lintowe, przyspieszenie kgtowe, moment
bezwtadnosci, moment bezwladnosci preta i walca, twierdzenie Steinera, moment
sity, II zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego;

— oscylator harmoniczny: ruch harmoniczny, ruch wahadla fizycznego przy matych
wychyleniach z poloZenia réwnowagi (okres, czesto$é, amplituda, wychylenie, mo-
ment kierujgcy);

— opis ruchu wahadel sprzezZonych dla malych wychylen z polozZenia réwnowagi:
drgania normalne, dudnienia.

Literatura podstawowa: [9] §11.6-11.9, 12.5; [25] §18.7, 16.6, 16.2-16.4; [11] §1 str. 17-22,
29-33, 44-52; literatura dodatkowa: [2].

1.4.1 Podstawowe pojecia i definicje

Rozwazmy dwa identyczne wahadla fizyczne, potaczone sprezyna, za ktérej posred-
nictwem energia drgan bedzie przekazywana od jednego wahadta do drugiego. Uktad
taki, przedstawiony schematycznie na rysunku 1.4.1, nazywamy wahadtami sprzezony-
mi. Ograniczymy si¢ tutaj do drgan o niewielkich wychyleniach z potozenia réwnowagi,
tak aby mozna je byto rozwazaé jako drgania harmoniczne. Opis ruchu takiego uktadu
w przypadku ogélnym moze byé¢ dos¢ skomplikowany. Uktad dwdch wahadel ma dwa
stopnie swobody czyli do opisu jego ruchu potrzebujemy dwdéch zmiennych, dla ktérych
otrzymujemy dwa rownania ruchu. Zazwyczaj w kazdym z réwnan wystepuja jedno-
cze$nie obie zmienne i réwnan tych nie mozna rozwiazywacé niezaleznie. Jezeli jednak
rownania ruchu, oprécz wyrazéw z drugg pochodna, zawieraja wyrazy liniowe w oby-
dwu zmiennych (tzn. wyrazy wprost proporcjonalne do tych zmiennych), to mozliwa
jest transformacja do dwoch nowych zmiennych. Dla nowych zmiennych otrzymuje sie
dwa niezalezne réwnania ruchu, tzn. kazde z tych rownan zalezy tylko od jednej zmien-
nej. Nowe zmienne opisuja tzw. drgania normalne (drgania wlasne) ukladu. Uktad
ma tyle rodzajow drgan wlasnych ile ma stopni swobody, tj. tyle ile jest zmiennych
niezaleznych opisujacych jego ruch. Dowolne drganie kazdego elementu uktadu mozna
opisaé¢ jako pewna kombinacje drgan normalnych, czyli ich superpozycje (zlozenie).

Do opisu ruchu wahadet sprzezonych najwygodniej jest wybraé¢ katy ich wychylenia
z polozenia réwnowagi ¢, iy, stosujac przyblizenie matych katéw, tzn. sinp ~ ¢
oraz cos ¢ =~ 1. Rozwazmy ruch jednego wahadla (dla drgan swobodnych oméwiony
w rozdziale 1.2). Ruch wahadla swobodnego jest powodowany przez dzialanie momentu
sity N, pochodzacego od sily grawitacji:
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Rys. 1.4.1: Schemat ukladu do badania drgan wahadel sprzezonych.

Ny = mglsin(—p,) = —mgle, = —D,, (1.4.1)

gdzie m jest masa wahadla, [ jest odlegloscig $rodka masy wahadta od punktku za-
wieszenia, g to przyspieszenie grawitacyjne, natomiast D = mgl jest momentem kie-
rujacym. W przypadku wystepowania sprzezenia dodatkowo dziala takze moment sity
sprzezenia Ng. Wahadtla zawieszone sa w takiej odlegltosci, ze dla potozenia réwnowa-
gi sprezyna nie jest rozciagnieta. Przy wychyleniu wahadel o katy ¢, 1 ¢p sprezyna
rozciaga sig o Ax:

Az = ssinyp, — ssingy ~ s (©a — b) , (1.4.2)

gdzie s jest odleglodcia punktu zawieszenia sprezyny od punktu zaczepienia (dlugosci
sprzezenia). Jezeli sprezyna ma stala sprezystosci k£ to moment sity pochodzacy od
sprezyny dzialajacy na wahadlo a wynosi:

Ny = —skAz cos g, ~ —ks> (pa — p) - (1.4.3)

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla drugiego wahadla, pamietajac,
ze moment sity od sprezyny dziatajacy na nie ma przeciwny znak. Oznaczajac moment
sprzegajacy przez Dy = ks? otrzymujemy sprzezony uktad réwnan opisujacy ruch
wahadel:

J@a = —Dpq — Ds (0a — @)

” . (1.4.4)
Jép = =Dy — D (b — ¢a)
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Po podstawieniu

D/J=wi i Dg/J=K (1.4.5)

i odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

¢a+W8@a+K(@a_¢b):O

g : . (1.4.6)
@y +wips + K (5 — ¢a) =0

Kazde z nich sktada sie z czeéci znanej z réwnania dla wahadla swobodnego wykonu-
jacego drgania harmoniczne oraz z drugiej czesci zawierajacej obie zmienne g i p.
Wiasnie ta czed¢ sprzega oba réwnania ze soba i nie pozwala na niezalezne ich roz-
wigzanie w zmiennej ¢, lub ¢,. Jezeli najpierw dodamy, a potem odejmiemy te dwa
réwnania stronami to otrzymamy dwa nowe, rownowazne im réwnania:

¢a+¢b+w(2](<pa+90b):0

A : (1.4.7)
Pa — @b+ wh (Pa — ¢v) + 2K (0o — ) =0
Uzywajac nowych zmiennych
1 . 1
pr=50atws) 1 w2=5(pa—wp) (1.4.8)
otrzymujemy dwa niezalezne réwnania dla kazdej z tych zmiennych:
. 2
=0
©1 + whet (1.4.9)

Go+ (W +2K) pa =0

Kazde z tych réwnan ma postaé¢ rownania oscylatora harmonicznego, ktérego czestosé
wynosi odpowiednio:

w1 = wo dla drgan opisywanych zmienng ¢

. 1.4.10

Wy = \/m dla drgan opisywanych zmienna o ( )
Rozwiazania réwnan tego typu sa nam juz znane:

1(t) = Acos(wit + 1) (1.4.11)

a(t) = Bcos(wat + d2)
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Kazde z tych réwnan opisuje pewne niezalezne drganie harmoniczne, sg to tzw. drgania
normalne wahadet sprzezonych. Pierwsze drganie normalne odbywa si¢ z czestoscig w,
réwng czestosci drgan wlasnych wahadta swobodnego wg, a drugie drganie normalne
odbywa si¢ z wigksza od wy czestoscia wy, = /wi 4+ 2K. Aby zobaczy¢ te drgania
w ruchu dwéch identycznych wahadel sprzezonych musimy wiedzie¢ jak wprawié je
w ruch. W tym celu musimy powiaza¢ zmienne ¢ i @9 ze zmiennymi ¢, i ¢, bedacymi
katami wychylenia wahadel z polozenia réwnowagi. Poniewaz, na mocy wzoru (1.4.8),
Yo =1+ Y21 wp =1 — s, to jako rozwigzania otrzymujemy:

©a(t) = Acos (wit + 1) + B cos (wat + d2)

. (1.4.12)
wp(t) = Acos (wit + 01) — B cos (wat + d2)

Aby uklad wykonywal pierwsze drganie normalne potrzeba, aby w dowolnej chwili
o = 0, co jest spelnione gdy B = 0. Wtedy

Pa(t) = Acos (wit + 1) = pp(1), (1.4.13)

czyli kazde wahadlo drga z czestoscia w; = wp i w dowolnej chwili mamy ¢, = .
Podobnie, aby uktad wykonywal drugie drganie normalne w dowolnej chwili ¢; = 0,
co jest réwnowazne wymaganiu aby A = 0. Wtedy

©q(t) = B cos(wat + d2) = —pp(t) (1.4.14)

i kazde z wahadel drga z czestoscia wy = /wi + 2K i w kazdej chwili ¢, = —¢y.

Rozwazmy przypadek, gdy dwa drgajace jednakowe wahadla sprzezone nie wyko-
nujg drgan normalnych. Dowolne rozwiazanie uktadu réwnan ruchu mozna przedstawic
jako kombinacje liniowa znalezionych rozwiazan (1.4.12). Jezeli, dla prostoty rachun-
ku, przyjmiemy réwno$é¢ amplitud drgan normalnych i fazy poczatkowe réowne zero
(A= B, 6 =2 =0) to z réwnan (1.4.12) otrzymamy:

<Pa(t) = 2A cos (%t) cos (%t) — Amod(t) cos (wg-;—wl t)

1.4.15
op(t) = 2Asin (25441) sin (“23ELE) = B,0q(t) cos (92544 t) ( )

Powyzsze zaleznosci przedstawione sa w postaci graficznej na rysunku 1.4.2.

Opisujac zachowanie wahadel na podstawie powyzszych réwnan, mozemy powie-
dzieé¢, ze kazde z nich wykonuje dragania o czestosci w = (wg + w1)/2 i amplitudzie
zmieniajacej sie w czasie z czestoscia Wyod = (w2 —w1)/2. Jednakze, gdy jedno z waha-
del ma maksymalne wychylenie, drugie w tym momencie spoczywa. Nastepnie ampli-
tuda pierwszego wahadla stopniowo maleje, a drugiego rosnie, az sytuacja sie¢ odwroci.
Nastepnie amplituda drugiego wahadla stopniowo maleje, a pierwszego rosnie i sytu-
acja powtarza sie cyklicznie. W ciggu jednego okresu modulacji amplituda kazdego
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(pa 0 Amod(t)

Rys. 1.4.2: Zaleznosé wychylenia od czasu dla wahadel sprzezonych wykonujgcych dudnienia
(przy zalozeniu jednakowych amplitud drgan normalnych i faz poczgtkowych réwnych zero).

wahadla dwukrotnie osiaga warto$¢ maksymalna. Méwimy, ze wahadta wykonuja dud-
nienia z czestoscia wy = wo — wi. Dudnienia w uktadzie wahadel sprzezonych polegaja
na okresowym wzmacnianiu i wygaszaniu amplitudy drgania poczatkowego, sa wiec
wynikiem superpozycji drgan normalnych uktadu.

Zjawisko dudnienn dwéch jednakowych wahadel sprzezonych jest bardzo tadnym
przyktadem przekazu energii. W przypadku, gdy nie ma strat energii (dyssypacji ener-
gii) wahadla na zmiane przekazuja sobie stopniowo cala energie i przekaz ten odbywa
sie z czestoscia dudnien.

Zadanie 1. Pokaz, zZe prawdziwy jest zwigzek:

1Ty
T -1y
gdzie Ty jest okresem drgan swobodnych wahadel, Ty jest okresem drugiego drgania
normalnego uktadu jednakowych wahadetl sprzezonych, a Ty jest okresem dudnien.

Zadanie 2. Wykaz, zZe w przypadku stabego sprzezenia (tj. dla K << w%) dla uktadu
jednakowych wahadel sprzezZonych mozemy zapisaé:

T, (1.4.16)

J
Dy =4r?——. 1.4.17
T (1.4.17)
Uwaga: skorzystaj ze wzorow (1.4.5) i (1.4.10) oraz przyblizenia /1 4+ x ~ 1 + %x dla
malych wartosci x.
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1.4.2 Przebieg pomiaréw
Uklad doswiadczalny

W sktad uktadu pomiarowego wchodza: dwa jednakowe wahadta fizyczne, sprezyna
(jako urzadzenie sprzegajace wahadla), przymiar metrowy, suwmiarka i stoper.

Przebieg doswiadczenia

Zanotuj masy preta i krazka podane przy ¢wiczeniu. Dokonaj pomiaréw niezbed-
nych do wyznaczenia momentéw bezwladnosci wahadel (moment bezwladnosci uzy-
wanego w tym ¢wiczeniu wahadla jest sumag momentéw bezwladnosci preta i krazka
liczonych wzgledem osi obrotu wahadla). Wykonaj przynajmniej trzy pomiary kazdej
wielkosci.

Ustal, czy wahadla mozna uwazaé¢ za identyczne. Jezeli nie, dokonaj koniecznej
korekty. Zmierz czas trwania dwudziestu okreséw drgan kazdego wahadla swobodnego.
Pomiar powtérz dziesieciokrotnie.

Potacz wahadta za pomoca sprezyny zamocowanej w potowie dlugosci wahadet.
Wykonaj pomiar czasu trwania dwudziestu okreséw dla pierwszego i drugiego drgania
normalnego. Kazdy pomiar powtérz trzykrotnie. Wykonaj pomiar czasu trwania dzie-
sieciu dudnien powtarzajac pomiar trzykrotnie. Dla kilku réznych dlugosci sprzezenia s
wykonaj pomiar czasu trwania dziesieciu dudnien. Kazdy pomiar powtorz trzykrotnie.

1.4.3 Opracowanie wynikow

Wyznaczyé¢ okresy drgan wahadel swobodnych oraz oszacowaé¢ ich niepewnofci.
Czy wahadla mozna uwazaé za jednakowe (czy uzyskane wartosci sa zgodne w grani-
cach niepewnosci pomiarowych)? Znalezé warto$¢ czestosci drgan wiasnych wahadel
swobodnych i jej niepewnos¢. Obliczy¢ wartosci momentu bezwtadnosci J i momentu
kierujacego D wahadel uzytych w tym do$wiadczeniu oraz oszacowa¢ ich niepewno-
Sci. Korzystajac z tych wartosci obliczy¢ czestosci drgan wtasnych. Otrzymany wynik
poréwnaé z warto$cia wyznaczong eksperymentalnie.

Sprawdzi¢ czy wyznaczone eksperymentalnie wartosci Ty, Th i T, spelniaja zwigzek
(1.4.16). Wyznaczy¢ czestosé pierwszego i drugiego drgania normalnego oraz czestosé
dudnien i oszacowaé ich niepewnosci. Uzyskane wyniki poréwnaé z przewidywaniami
teoretycznymi.

Korzystajac ze zwiazku (1.4.17) wyznaczy¢ wartosci momentu sprzegajacego D
dla réznych wartosci dlugosci sprzezenia s wraz z niepewno$ciami pomiarowymi. Za-
leznosé Dy (s) przedstawié¢ na wykresie nanoszac prostokaty niepewnosci pomiarowych.
Do danych eksperymentalnych dopasowa¢ odpowiedni wielomian.

Wyznaczy¢ wartoSci momentu sprzegajacego D, korzystajac z zaleznosci (1.4.5)
i (1.4.10) i oszacowaé niepewno$¢ pomiarowa. Czy otrzymana warto$é¢ jest zgodna
z warto$cig uzyskang metoda opisana powyzej? Ktéra z tych metod zapewnia wieksza
precyzje wyznaczenia momentu sprzegajacego wahadet?



