
Wahad lo fizyczne (M5)

I. Wste֒p teoretyczny

Wahad lem fizycznym nazywamy bry le֒ sztywna֒, której ruch w polu grawitacyjnym od-
bywa sie֒ dooko la ustalonej osi nie przechodza֒cej przez środek masy. Celem ćwiczenia jest
zbadanie jak okres drgań wahad la fizycznego zależy od amplitudy drgań oraz sprawdzenie
zasady zachowania energii podczas ruchu wahad la.

Zagadnienia do przygotowania: wahad lo fizyczne, oscylator harmoniczny, oscylator an-
harmoniczny [1].

Równanie ruchu wahad la fizycznego ma postać

J
d2θ

dt2
= −mgℓ sin θ, (1)

gdzie J jest momentem bezw ladności wahad la wzgle֒dem osi obrotu, θ jest wychyleniem
wahad la z po lożenia równowagi, m jest masa֒ wahad la, g jest przyspieszeniem grawitacyjnym
a ℓ jest odleg lościa֒ środka masy od osi obrotu (rysunek 1). Równanie (1) dobrze opisuje
ruch wahad la tak d lugo jak straty energii na skutek tarcia sa֒ zaniedbywalnie ma le.

Bilans energii. Równanie (1) można również zapisać w postaci

1

2
J

(

dθ

dt

)2

+ mgℓ(1 − cos θ) = const (2)

pokazuja֒cej, że suma energii kinetycznej ruchu obrotowego wahad la i jego energii potencjal-
nej w polu grawitacyjnym jest niezmienna podczas ruchu wahad la. Prosze֒ sprawdzić, że
różniczkuja֒c po czasie równanie (2) dostajemy równanie (1).

Drgania harmoniczne zachodza֒ dla ma lych wychyleń wahad la, czyli wtedy, gdy
możemy skorzystać z przybliżenia

sin θ ≈ θ

we wzorze (1)

J
d2θ

dt2
= −mgℓθ. (3)

Równanie (3) jest dobrze znane: opisuje ono ruch oscylatora harmonicznego. Jego
rozwia֒zanie ma postać

θ(t) = θ0 cos(ω0t), ω0 =

√

mgℓ

J
(4)

jeśli za lożymy, że w chwili pocza֒tkowej t = 0 wahad lo zosta lo wychylone z po lożenia
równowagi o ka֒t θ0 i rozpocze֒ lo ruch z zerowa֒ pre֒dkościa֒ ka֒towa֒. Okres takich drgań
wynosi

T0 =
2π

ω0

(5)

i jest niezależny od amplitudy drgań θ0.
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Rysunek 1: Wahad lo fizyczne.

Drgania anharmoniczne pojawiaja֒ sie֒, gdy zależność okresu drgań od ich amplitudy
nie jest zaniedbywalna. Przyjmuja֒c takie same warunki pocza֒tkowe jak dla rozwia֒zania (4),
dostajemy z równania (2)

(

dθ

dt

)2

= 2ω2

0
(cos θ − cos θ0) . (6)

Zauważamy naste֒pnie, że wahad lo przechodzi od ka֒ta 0 (po lożenie równowagi) do θ0 (mak-
symalne wychylenie) w czasie T/4, gdzie T jest okresem jego ruchu. Korzystaja֒c z tej uwagi
dostajemy z równania (6) naste֒puja֒cy zwia֒zek mie֒dzy okresem i amplituda֒ drgań wahad la
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√
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Dla niezbyt dużych wychyleń przybliżamy wzór na okres drgań wahad la

T ≈ T0

(

1 +
θ2
0

16

)

, (7)

gdzie θ0 jest wyrażone w radianach. Ten wzór porównamy do wyników pomiarów. Warto
sie֒ zastanowić przed wykonaniem ćwiczenia dla jakich pocza֒tkowych wychyleń przybliżenie
(7) jest uzasadnione. Dlaczego nie ma w tym wzorze cz lonu liniowo zależnego od θ0?
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Rysunek 2: Uk lad pomiarowy.

II. Przebieg pomiarów

Schemat uk ladu pomiarowego przedstawia rysunek 2. Po lożenie pocza֒tkowe wahad la jest
odczytywane na skali ka֒towej. Okres ruchu oraz czas przelotu sa֒ rejestrowane przez uk lad
fotokomórek po la֒czonych z miernikiem czasu.

Zależność okresu od amplitudy. Umieszczamy fotokomórki w po lożeniu równowagi
wahad la i mierzymy okres ruchu wahad la dla różnych wychyleń pocza֒tkowych θ0. Szczególny
nacisk k ladziemy na pomiary dla θ0 < 1 rad, ponieważ dla tych ka֒tów be֒dziemy sprawdzali
kwadratowa֒ poprawke֒ do okresu drgań (7). Dla każdego wychylenia mierzymy okres drgań
wiele razy. Aby zminimalizować wp lyw tarcia mierzymy okres ruchu wahad la podczas pierw-
szego drgania.

Bilans energetyczny. Ustawiamy fotokomórki w po lożeniu równowagi wahad la i mie-
rzymy czas przelotu wahad la mie֒dzy fotokomórkami dla różnych wychyleń pocza֒tkowych θ0.
Podobnie jak wcześniej, dokonujemy wielokrotnego pomiaru dla każdego wychylenia.

W celu wyznaczenia pre֒dkości ka֒towej wahad la (11) mierzymy odleg lość R fotokomórek
od osi obrotu i odleg lość S mie֒dzy fotokomórkami (w zestawie z jedna֒ fotokomórka֒ mie-
rzymy suwmiarka֒ grubość tej cze֒ści wahad la, która przes lania fotokomórke֒). Jeśli przez
∆θ oznaczymy ka֒t zakreślany przez wahad lo podczas pomiaru czasu przelotu, to z prostych
rozważań trygonometrycznych dostajemy

∆θ ≈
S

R
. (8)

Jaka jest interpretacja geometryczna i zakres stosowalności tego wzoru?
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III. Opracowanie wyników

Zależność okresu od amplitudy. Pomiary okresu drgań dla każdego wychylenia
uśredniamy. Naste֒pnie wykreślamy okres drgań T w funkcji kwadratu pocza֒tkowego wy-
chylenia θ2

0
. Do wyników dla ka֒tów mniejszych od 1 radiana dopasowujemy prosta֒

T = Aθ2
0

+ B. (9)

Porównuja֒c te֒ zależność do wzoru (7) identyfikujemy wspó lczynnik B z okresem drgań har-
monicznych T0, a wspó lczynnik A z T0/16. Sprawdzamy naste֒pnie czy w granicy niepewności
pomiarowej B/A = 16. Porównuja֒c dopasowna֒ prosta֒ do wyników pomiarów dla wszystkich
pocza֒tkowych wychyleń (nie tylko do tych wykorzystanych do wyznaczenia wspó lczynników
A i B) ustalamy zakres ka֒tów dla których kwadratowa w wychyleniu poprawka do okresu
ruchu jest wystarczaja֒ca.

Bilans energetyczny. Uśredniamy czasy przelotu ∆t dla tych samych wychyleń
pocza֒tkowych θ0 i wykreślamy (1/∆t)2 w funkcji 1 − cos θ0. Do wyników dopasowujemy
prosta֒

(

1

∆t

)2

= C(1 − cos θ0) + D. (10)

Naste֒pnie zapisujemy pre֒dkość ka֒towa֒ jako

dθ

dt
≈

∆θ

∆t
, (11)

gdzie ∆θ jest ka֒tem zakreślanym przez wahad lo w czasie ∆t. Podstawiamy θ = 0 (opi-
suja֒ce po lożenie fotokomórek) i wzór (11) do równania (6). Porównuja֒c uzyskany wynik do
równania (10) dowiadujemy sie֒, że

C =
2ω2

0

(∆θ)2
(12)

jeśli tarcie rzeczywíscie jest zaniedbywalne podczas omawianych pomiarów. Znaja֒c
wspó lczynnik C z dopasowania (10) oraz okres drgań harmonicznych (5) z dopasowania
(9) wyznaczamy ∆θ ze wzoru (12).

Naste֒pnie porównujemy ten wynik do ka֒ta ∆θ wyznaczonego bezpośrednio ze wzoru (8).
W porównaniu uwzgle֒dniamy niepewności wyznaczenia tego ka֒ta w obydwu przypadkach i
dyskutujemy jakościowo wp lyw tarcia na uzyskany wynik.

[1] http://pl.wikipedia.org/wiki/Wahad lo, http://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum (mathematics).


