%

\/‘“ UNIWERSYTET ]AGIELLONSKI
FaY W KRAKOWIE

Podstawy opracowania wynikow
pomiarow z elementami analizy
niepewnosci statystycznych

Dr inz. Marcin Zielinski

| Pracownia Fizyczna dla Biotechnologii, wtorki 8:00 - 10:45

Semestr letni 2023/2024



Rodzaje pomiarow

Pomiar bezposredni:

e wielkosc fizyczna mierzona jest
bezposrednio przy pomocy
okreslonego przyrzadu

Przyktad:
- pomiar dtugosci linijka,
- pomiar czasu np. stoperem.




Rodzaje pomiarow

Pomiar posredni:

e wielkoScC fizyczna mierzona jest posrednio poprzez pomiar
innych wielkosci fizycznych

(odlegtosc¢ - np. droga) (czas pokonania drogi) (predkosc)

_ S Uzywamy wzoru analitycznego do policzenia
V = — wartosci szukanej wielkosci w pomiarze posrednim.
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Dokladnos¢ pomiarow

Kazdy pomiar, nawet najstaranniejszy i najdoktadniejszy
nie jest doskonaly i ma skonczong dokiadnos¢!!!

Obarczony jest niepewnoscia pomiarowa,
a moze i btedem!

WAGA CZLOWIEK
| Stabilnos¢ Doswiadczenie zawodowe
0

Powtarzalnosc Wiedza {_w-

@ = =Bt
o > um:n:(>u:n:1* 8

PROBKA SRODOWISKO POMIARU
Elektrostatyka e @ Temperatura o
Temperatura Grawitacfa "\"\;.-,:.{.'*'

Parowanie Wilgotnos¢

Higroskopijnos¢ ﬂ t podmuchy fm ﬁ
Magnetyzm "hj’ Wibracje

Fale elektromagnetyczne

Rys. Czynniki wptywajgce na btad pomiaru



Niepewnosci pomiarowe

1. Niepewnosci przypadkowe (statystyczne)
e powodowane przez skonczong doktadnosc
przyrzgdoéw pomiarowych,
e zmieniajg sie losowo od pomiaru do pomiaru,
e niepewnosci przypadkowe mozna zmniejszac
wykonujgc dany pomiar wielkosci fizycznej
wielokrotnie.

2. Niepewnosci systematyczne
e powodowane przez systematyczny btgd urzgdzenia
mierzgcego (np. zle wyskalowana (wytarowana)
waga, stoper ktory spieszy etc.),
e zwykle trudne do zauwazenia | oszacowania.



Btedy pomiarowe

1. Bfad gruby
e wynika z btedu popetnionego w czasie pomiaru lub
odczytu,
e btad moze byC popetniony przez urzgdzenie (np.
awaria) lub przez odczytujacego (np. zta skala na
linijce: cale zamiast cm),

e zwykle na tyle duze, ze mozna je tatwo zauwazyc¢

2. Btad przyblizenia
e popetniono btad tworzgc przyblizony model



UWAGA

NIEPEWNOSC == BLAD



Pomiar bezposredni

Pomiar okresu drgan wahadta (masa zawieszona na nici):
- doktadnosc stopera (0.1 s),
- czas reakcji eksperymentatora (0.2 s).



Pomiar bezposredni
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Naszym zadaniem jest podanie wyniku i jego niepewnosci !



Wartosc oczekiwana (prawdziwa)

Najlepszym oszacowaniem wartosci oczekiwanej (wartosci prawdziwej) jest
srednia arytmetyczna wynikéw pomiardw serii
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Niepewnosc¢ pojedynczego pomiaru

Wielkoscig najlepiej opisujgca niepewnosc pojedynczego pomiaru jest rozrzut
pomiaréw wokot wartosci sredniej odchylenie standardowe pojedynczego
pomiaru [estymator odchylenia standartowego]
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Niepewnosc¢ wartosci oczekiwanej

(Sredniej arytmetycznej)

Wielkoscig najlepiej opisujgcg niepewnos¢ wyniku jest odchylenie standardowe
sredniej arytmetycznej
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Niepewnos¢ sredniej mozna zmiejsza¢ zwiekszajac liczbe pomiarow!



Pomiar bezposredni - podsumowanie

Niepewnosci przypadkowe mozemy ograniczy¢ wykonujac wielokrotne pomiary
danej wielkosci — ,,budujemy statystyke”
Statystyka pozwala szacowac niepewnosci przypadkowe

n
5 Xi |:> wartos¢ oczekiwana (Srednia arytmetyczna)

odchylenie standardowe (niepewnos$é¢
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Analiza statystyczna niepewnosci

przypadkowych

Dla niepewnosci przypadkowych rozktad wielkosci mierzonych wokot wartosci
prawdziwej dany jest rozkladem Gaussa

1 I U :
. —(x—X%)" /28 waga.
Pxs,)(X) = N €
S_~27 Prawdziwa warto$¢ mierzonej wielkosci
utozsamiana z wartoscig oczekiwang
O(X) W przedziale [x-S;,x+S;] miesci sie

68,3% wszystkich wynikow

W przedziale [x-3S;,x+3S;] miesci sie
99,8% wszystkich wynikow

o \ Czesto odchylenie standardowe

i wielkosci sredniej (wyniku)
oznaczane jest jako o , a wartos¢

| $rednia (warto$¢ oczekiwana, wynik)

%3S,  X-S; X X+S;  x+3S; X JjakoX,




Mate serie pomiarowe - rozktad

Studenta

Dla matej liczby pomiardw tj. ponizej 10 (n < 10) niepewnos¢ standardowa sredniegj
(odchylenie standardowe) daje zanizong wartosc.

n 0=0.6828 | 0=0.95 a=0.99
S_‘E‘ — tn,oc SJE‘ 2 1.837] 12.706| 63.657
3 1.321 4.303 9.926
4 1.197 3.182 5.841
tn,a Wspotczynnik Studenta 5 1141 2776 4 604
6 1.1 2.58 4.032
n Liczba pomiaréw 7 1.09 2.447 3.707
8 1.077 2.365 3.5
a Poziom ufnosci 9 1.066 2 306 3 355
10 1.059 2.252 3.25

Poziom ufnosci - prawdopodobienstwo z jakim wyznaczony
przedziat zawiera warto$¢ rzeczywistg mierzonej wielkosci.



Catkowita niepewnosc¢ pomiarowa

Niepewnos¢ systematyczna w ujeciu statystycznym:

o(x)|

-1— ----------------- ———————————
SAX Ax (Ax)z
S_ —_— —
X \/5 3
XA X %X X

Catkowita niepewnos$¢ pomiarowa:

5= s tla




Niepewnosc w pomiarach

posrednich

Propagacja odchylenia standardowego i niepewnosci maksymalnej:

W pomiarach posrednich istniejg zwigzki /
funkcyjne pomiedzy poszukiwang z= f(xl S o ) np.: |v=—
wielkoscig a wielkosciami mierzonymi: [
Wartosc¢ oczekiwana tej wielkosci jest — - _ /
funkcjg z wartos$ci oczekiwanych je; Z= f(xl ,X5,..X, ) np.. |y = =

poszczegolnych zmiennych:

Odchylenie standardowe tej of 2 of 2 o 2
poszukiwanej wielkosci jest funkcjg S, = (—SJ +[—Sx2] +....+ [gS%J

odchylen wielkosci mierzonych: ox, Ox, n
2 = 2
np 1 [
Sf — — Sf +| — =5 Vj
V7 [




Pochodne

. Przyklad
Teoria Pochodna funkcji potegowej it
z — Anx"‘l f(x) = 3.1‘2{3 af 1/3
@)= [ = [5o=2
Pochodna funkcji wykladniczej
x 3 3 _
f(x):AeB |:> %:AB@BX f(x):Ee 38 |:> %:—5,78 3.8x
Pochodna funkcji logarytmicznej
of AB\ x of 2
x)=Al Bx\c—y—="— =2h=|—) L=
e ox X () 3 ox 3x
Pochodna funkcji zlozonej
~ of o, of, = = I __ 1 i
X)= X = = —
/) = AL = s f(x)=x ol
Pochodna sumy i roznicy funkcji
x)= fi(x)£ fo(x of 2
ORNACENAC = E A [ Py vip My - A
ox Ox Ox 3 ox 3x




Srednia wazona

Dwa pomiary (serie pomiarowe) tej samej SEA S;T;A
wielkosci ze znaczaco réznymi _
niepewnosciami: XB Sj‘B
w = Sz, =
Wy ~+ Wp w '\/WA + Wpg
(Srednia wazona) (odchylenie Sredniej)
1 1

Wa=g2 "B T2
XA XB

(wagi)



Poréwnanie zmierzonych wartosci

Poréwnanie z wielkoscig tablicowa

T — gjta,b‘ < Ar

Zgodnos¢

Poréwnanie dwoch zmierzonych wielkosci

T A —fgl < Ax g+ Azxp

Zgodnos¢



Zapis wyniku pomiaru

Zawsze podaje sie tylko dwie cyfry znaczgce estymatora niepewnosci.

Liczymy co najmniej trzy i zaokrgglamy zawsze do gory.

Wynik pomiaru obliczamy o co najmniej jedno miejsce dziesietne dalej niz miejsce
dziesietne, na ktorym zaokraglono btad, a nastepnie zaokrgglamy wg. normalnych
regut do tego samego miejsca dziesietnego, do ktérego zaokrgglono btad.

m m
g = 9.81454678—2 Sg = 0.21434? <:| notatki, kalkulator

~ m m
g =981—= §;= 0.225—2

<:| wynik koncowy pomiaru

m m
§=981=—5—=022— g=98T=

== .214—5—2



Graficzne przedstawienie wynikow

pomiaru

Najbardziej efektywny sposob przedstawienia wynikow
pomiarow

Pozwalajg m.in. na:

e Ogladowe przedstawienie wynikow

 Wyznaczenie zaleznosci miedzy zmierzonymi wielkoSciami
e Testowanie modeli

» Oszacowanie wielkosci fizycznych



Graficzne przedstawienie wynikow

pomiaru
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Regresja liniowa

Wiele wielkosci ma charakter liniowy !
100 S

; : ; .
0 2 4 6 8 10
Czas t[s]

Droga s [m]




Regresja liniowa




Dopasowanie innych zaleznosci

funkcyjnych

230

m— dopasovanie
®  punkty pomiarowe
220
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x(t) = §at2 + Vot + x,

a, VO’ XO
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* Programy do opracowywania danych
Excel

Mathematica

Statistica

Matlab
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