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I. WPROWADZENIE

Celem tego ¢wiczenia jest pomiar przyspieszenia grawitacyjnego, ktore bedziemy ozna-
cza¢ symbolem g. Takie przyspieszenie ma kazde cialo, ktére spada swobodnie w polu
grawitacyjnym Ziemi. Jego wartos¢ mozna oszacowaé znajac mase Ziemi, jej sredni promien
i stala grawitacyjna [1]. Bardziej szczegétowe rozwazania uwzgledniaja poprawki do tak
uzyskanej wielkosci wynikajace z ruchu obrotowego Ziemi, wysokosci nad poziomem morza,
niejednorodnosci w rozkladzie masy Ziemi, etc. [1].

Przez spadek swobodny rozumiemy ruch odbywajacy sie wylacznie na skutek dzialania
sity grawitacji. Poza sila grawitacji, na kazde cialo poruszajace sie w powietrzu, dziala
rowniez sita oporu. Jej eliminacja jest mozliwa poprzez umieszczenie spadajacego ciata w
komorze prézniowej. W naszym eksperymencie bedziemy jednak bada¢ spadek metalowe;j
kulki w powietrzu i zalozymy, ze wpltyw oporu powietrza na jej ruch bedzie w pierwszym
przyblizeniu zaniedbywalny. Takie zalozenie na pewno staje si¢ poprawne, gdy masa kulki
jest duza, a jej promien i predkos$¢ spadania sa wzglednie mate.

Rozwazmy teraz spadek swobodny kulki zaczynajacy sie z zerowa predkoscia poczatkowa
w kierunku dziatania sily grawitacji. Jesli w czasie jego trwania cialo pokonuje w czasie ¢
droge h w w/w kierunku, to zachodzi zwiazek [1]

2h
=y (1)

Korzystajac z (1) wyznaczymy na kilka sposobow przyspieszenie grawitacyjne dzieki pomia-
rowi odleglosci i czasu spadku. Uzyskane wyniki poréwnamy do wartosci tablicowej réwnej
w przyblizeniu
m
9.81 (2)

w Krakowie [2]. Z szacunkéw pochodzacych ze strony [2] wnioskujemy, Ze niepewnosé (2)
jest mniejsza niz 107?m/s?. Bedziemy ja zatem pomija¢ podczas dyskusji naszych wynikéw,
ktore sa obarczone wielokrotnie wieksza niepewnoscia.

To wprowadzenie jest niereprezentatywnie krotkie z powodu prostoty omawianego ¢wiczenia. ‘

II. OPIS DOSWIADCZENIA

Uktad do$wiadczalny bazuje na parze fotokomérek zamontowanych na statywie (Rys.
1). Ich odlegtosé w pionie mozna precyzyjnie zmieniaé¢ w zakresie od paru centymetréw do
okoto 80 cm. Fotomokérki sa podlaczone do miernika, ktéry wyswietla czas jaki uplywa
miedzy przestonieciem gérnej i dolnej fotokomoérki. Czas jest wyswietlany z doktadnoscia



Rysunek 1: Zdjecie uktadu pomiarowego. Fotokomorki sa zamontowane w obudowach o ksztalcie
litery C i przymocowane do statywu umieszczonego na podlodze. Na stole powyzej nich znaj-
duje sie miernik oraz drugi statyw, do ktérego przymocowany jest bloczek i uchwyt. Ich rola w
eksperymencie jest wyjasniona w rozdziale II.

do tysiecznych czesci sekundy. Poniewaz nie posiadamy informacji na temat dokladnosci
miernika, bedziemy ja pomija¢ w dalszej dyskusji.

W doswiadczeniu badamy czas spadku metalowych kulek miedzy fotokomdrkami. Wy-
konujemy to ¢wiczenie w trzech wariantach.

Pomiary przy ustalonej odleglo$ci miedzy fotokomérkami. W tym przypadku
korzystamy z kulki, ktéra ma przyspawany maly uchwyt do ktérego przywiazujemy nic.
Nastepnie, korzystajac z bloczka przymocowanego do statywu znajdujacego sie nad foto-
komorkami, opuszczamy powoli kulke na nitce w kierunku gornej fotokomérki obserwujac
miernik. W momencie, w ktérym miernik zaczyna mierzy¢ czas, cofamy minimalnie, czyli o



okoto 1 mm, kulke naciagajac przymocowana do niej nitke. Zerujemy miernik i sprawdzamy,
ze tak ustawiona kulka go nie uruchamia. Nastepnie przepalamy zapalniczka nitke blisko
kulki, ktéra spadajac uruchamia, a nastepnie zatrzymuje pomiar czasu jesli przeleci przez
pole widzenia dolnej fotokomorki. Aby tak sie stalo, oscylacje kulki przed przepaleniem
nitki sa minimalizowane, aby miata ona prawie zerowa predko$¢ w kierunku poziomym. Po-
miary wykonujemy dwudziestokrotnie dla jednej odleglosci miedzy fotokomoérkami. Przed
ich wykonaniem justujemy uktad: poziomujemy fotokomérki i tak ustawiamy bloczek, aby
spadajaca kulka przecinala pole widzenia fotokomorek.

Pomiary przy zmiennej odleglosci miedzy fotokomoérkami. Zmieniamy potozenie
gérnej fotokomorki trzymajac dolna fotokomorke na stalej wysokosci. Wykonujemy pieé
pomiarow dla kazdej odleglo$ci miedzy fotokomérkami w identyczny sposob jak wyzej opi-
salismy:.

Pomiary przy ustalonej odleglosci miedzy punktem zrzutu a dolna foto-
komoérka. W tym przypadku kulka spada za kazdym razem z tej samej wysokosci rozpoczy-
najac ruch wysoko nad gérna fotokomoérka. Podczas gdy potozenie dolnej fotokomérki jest
ustalone, polozenie gornej jest zmieniane. Dla kazdej odlegto$ci miedzy fotokomoérkami wy-
konujemy sze$¢ pomiarow. Aby zagwarantowa prawie identyczny punkt zrzutu dla wszyst-
kich pomiaréw, umieszczamy na stole nad zestawem fotokomorek drugi statyw i mocujemy
na nim uchwyt na wysokosci wzroku, czyli okoto 1.5 m nad dolna fotokomoérka. Staramy sie
kulke zrzuca¢ z tej samej wysokosci wzgledem uchwytu. Szacujemy rozrzut poczatkowego
polozenia kulki na 1 mm w pionie. Uklad justujemy tak samo jak wczesnie;j.

W pierwszych dwéch wariantach ¢wiczenia kulka miata srednice (25.3 +0.1) mm i mase
(67.51 £ 0.01) g, a w ostatnim miala Srednice (36.4 £ 0.1) mm i mase (196.93 £ 0.01) g
(podane niepewnosci maja charakter systematyczny). Powyzsze dane nie beda wykorzy-
stywane do opracowania ¢wiczenia, poniewaz nie uwzgledniamy oporu powietrza w naszych
rozwazaniach. Pomiary odlegtosci miedzy fotokomoérkami zostaly wykonane tasma mier-
nicza.

III. OPRACOWANIE WYNIKOW POMIAROW

Obliczenia prezentowane w tym rozdziale zostaly wykonane w programie Mathematica.
W szczegdlnosci regresja liniowa zostata wykonana procedura LinearModelFit w tym pro-
gramie. Wykresy zostaly przygotowane w programie Xmgrace.

Pomiary przy ustalonej odleglosci miedzy fotokomérkami. Przy zalozeniu, ze
ruch kulki zaczyna sie zaraz nad gérna fotokomérka, dostajemy z (1) nastepujacy wynik na
przyspieszenie grawitacyjne

2h

gdzie h jest odleglo$cia miedzy fotokomérkami a t jest czasem przelotu miedzy nimi. Wy-
konalismy 20 pomiaréw czasu przelotu, z ktérych uzyskalismy

t =1+ 0, = (0.4008 & 0.0022) s, (4)

gdzie jako niepewnos¢ podajemy odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej. Poza
w/w niepewnoscia statystyczna, mamy jeszcze niepewnosé systematyczng pomiaru odleglosci
miedzy fotokomoérkami. Szacujemy ja na +3 mm, co daje nam

h =h+ Ah = (0.839 £ 0.003) m. (5)
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Rysunek 2: Czas przelotu kulki miedzy fotokomoérkami w funkeji pierwiastka odlegtosci miedzy
nimi. Punkty pokazuja usredniony arytmetycznie dla kazdej odlegloéci wynik pomiaru. Linia
pochodzi z dopasowania do nich prostej danej réwnaniem (9). Aby ja otrzymaé, wykonalismy
regresje klasyczna [3]. Jako niepewnosci punktéw na wykresie przyjeliSmy odchylenia standardowe
Sredniej arytmetycznej z pomiaréw wykonanych dla kazdej odleglosci. Sa one mniejsze niz rozmiar
wigkszosci punktow na wykresie.

Niepewnos¢ statystyczna i systematyczna zmierzonej wartosci przyspieszenia grawitacyj-
nego wyznaczamy ze wzorow

dg \> 4h
Og = (Egt) = {—30157 (6)
dg 2
Ag=|—=|Ah = 5Ah 7
o=| 5] an = San, )
co ostatecznie daje
g=g+o,£Ag= (10.45i0.11io.04)892. (8)

Pomiary przy zmiennej odleglosci miedzy fotokomérkami. Ponownie korzystamy
z (1), gdzie h jest odlegloscia miedzy fotokomérkami, a ¢ jest usrednionym arytmetycznie
czasem przelotu. Zaktadamy, ze ruch kulki zaczyna sie zaraz nad gorna fotokomérka. Do-
pasowujemy zatem linie prosta do punktow (\/ﬁ, t) otrzymujac

t=avVh+b, (9a)
a=a+o, = (0.447 £ 0.006) ——

v’
b=b=+ o, =(—0.012£0.004)s. (9c)
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Rysunek 3: Czas przelotu kulki miedzy fotokomoérkami w funkcji pierwiastka odleglosci miedzy
punktem zrzutu, a pierwsza fotokomérka. Punkty pokazuja usredniony arytmetycznie pomiar
czasu. Prosta pochodzi z regresji klasycznej, ktorej wynik podajemy w (14). Niepewnosci punktéw,
szacowane przez odchylenia standardowe $éredniej arytmetycznej, sa duzo mniejsze niz rozmiar
punktéw na wykresie.

Punkty pomiarowe i dopasowana prosta przedstawiamy na Rys. 2. Poréwnujac (9a) z (1)
dostajemy

9= (10)

co pozwala nam na otrzymanie

g=g+o,=(9.99=+0.26) (11)

dg 2y
oy = <%aa) = —0,. (12)

a

m
g2

Wynik (11) jest w lepszej zgodnosci z wartoscia tablicowa niz wielokrotny pomiar dla poje-
dynczej wysokosci (8).

Pomiary przy ustalonej odleglosci miedzy punktem zrzutu a dolna foto-
komoérka. Spodziewamy sie nastepujacej zaleznosci dla usrednionego arytmetycznie czasu
przelotu ¢t miedzy fotokomorkami

Y ey (13)

gdzie H jest odlegloscia miedzy punktem zrzutu a dolna fotokomoérka a h jest odlegloscia
miedzy fotokomérkami.



Powyzszy wzér mozna uzasadnié zauwazajac, ze /2H/g jest czasem przelotu kulki
miedzy punktem zrzutu a dolna fotokomoérka, natomiast /2(H — h)/g jest czasem spadku
od punktu zrzutu do gornej fotokomorki.

Odleglos¢ miedzy punktem zrzutu a goérna fotokomérka, H — h, nie mierzymy
bezposrednio gdyz jest to uciazliwe. Dlatego dopasowujemy prosta do punktéw (v H — h, t)
dostajac

t=cvH —h+d, (14a)
¢ =c+ o, = (—0.4522 + 0.0014) % 14b)
d=d=+o4=(0.558240.0014)s. (14c)
Te prosta wraz z wynikami pomiaréw przedstawiamy na Rys. 3. Z poréwnania (13) i (14a)

dostajemy
2
g = 2 (15)
i z tej zaleznosci wyznaczamy przyspieszenie grawitacyjne
m
2

g=g+o,=(9.78 +0.06) (16)

S
dg \° 4
g = <%crc) = Wac. (17)

Przyspieszenie grawitacyjne mozna tez wyznaczy¢ z wyrazu wolnego. Poréwnujac (13) i
(14a) dostajemy

g="0 (18)
co prowadzi do
g=gto,+Ag= (9.78i0.05io.02)?2 (19)
- <%a) -, (20)
Ag = 'S—?I AH = %AH. (21)

Do opracowania tych wynikéw potrzebowalismy odlegtos¢ miedzy punktem zrzutu a dolna

fotokomoérka B
H=H+AH = (1.523+0.003) m. (22)

Wyniki (16) i (19) sa ze soba zgodne.
IV. DYSKUSJA

Patrzac na wyniki (8), (11), (16) i (19) zauwazamy nastepujace problemy wymagajace
glebszej analizy



e wynik (8) istotnie przeszacowuje wartos¢ przyspieszenia grawitacyjnego,

e pomiary prowadzace do (11) sa zdecydowanie mniej dokladne niz te prowadzace do
wynikéw (16) i (19). Ponadto wyraz wolny z dopasowania prowadzacego do (11) znika
dopiero w granicy trzech odchylen standardowych (9c¢).

Wynik (8) jest o okolo 6.5% za duzy i nawet po uwzglednieniu niepewnosci pomiarowych
istotnie odbiega od wartosci tablicowej. W /w stwierdzenie mozna uzasadni¢ konwertujac nie-
pewnos¢ statystyczna i systematyczna do catkowitej niepewnosci statystycznej, ktora mozna
oszacowaé poprzez [3]

Ag 2 m
Gy = a§+<%) zO.llS—Q. (23)

Zauwazamy teraz, ze réznica miedzy (2) i (8) wynosi prawie 66,, co oznacza, ze jest nie-
prawdopodobne, aby te wyniki byly ze soba zgodne. To z kolei sugeruje, ze istnieje nie-
uwzgledniony w naszej analizie czynnik prowadzacy do przeszacowania przyspieszenia gra-
witacyjnego w tych pomiarach.

Aby go zidentyfikowaé, zauwazamy, ze kulka zawsze startuje troche powyzej gérnej foto-
komérki, powiedzmy e ponad nia. Korzystajac ze wzoru (13), gdzie podstawiamy H = h+€

dostajemy
_ J2(ht+e) 2 (24)
9 9

Biorac pod uwage sposéb wykonania ¢wiczenia, szacujemy, ze € powinien by¢ rzedu 1mm.
Oznacza to, ze h + € mozemy przyblizy¢ przez h, poniewaz stosunek tych dwéch wielkosci
jest rzedu 1/1000

h+e:h<1+%>%h. (25)

Nie mozemy natomiast pominaé¢ drugiego wyrazu zawierajacego €, co tatwo widac jesli

poréwnamy
2 - 1lmm
\ /T ~ 0.014s, (26)

do czasu spadania kulki (4): stosunek tych dwéch wielkosci wynosi 3.5% 1 jest wystarczajaco
duzy aby wyjasni¢ rozbieznos¢ miedzy wynikiem (8) a wartoscia tablicowa (2). Aby osza-
cowaé wartosé e w naszym eksperymencie, wstawiamy (25) do (24), przeksztalcamy uzyskany

wynik do postaci
2
2
e:9<,/—h—t> , (27)
2\V ¢

podstawiamy za g wartosé¢ (2) i korzystamy z (4) i (5). Otrzymujemy

e=é¢to.£Ae=(08+0.3+£0.1) mm, (28)

o) s
Ah = '1_\f‘m (30)

oy, (29)

Oe
Ae = |22
“~\on




Whiosek z tych rachunkéw jest nastepujacy. Aby wytlumaczyé rozbieznosé miedzy (2)
i (8) wystarczy przyja¢, ze réznica odlegtosci miedzy gérna fotokomérka i poczatkowym
potozeniem kulki wynosi okoto 0.8 mm.

Wartosé € mozemy niezaleznie wyznaczy¢ z dopasowania prostej (9). Poréwnujac (9a) z
(24), po uwzglednieniu przyblizenia (25), widzimy, ze b = —a+/€, czyli

. (9) | G31)

e=¢é+o.=(0.66=+0.44) mm, (32)

o () s (o) =2 (3) 3

Wynik (32) jest zgodny z oszacowaniem (28).

Warto tez zauwazy¢, ze wielkos¢
2
e (34)
g

mozna traktowac jako “systematyczne” przesuniecie czasu przelotu, ktére jest gubione przy
zalozeniu, ze kulka rozpoczyna ruch idealnie nad gérna fotokomorka. Nie jest ono zaniedby-
walne, poniewaz, potocznie méwiac, pierwiastek “powieksza” mala wielko$c.

Ponadto mozemy teraz tatwo zrozumie¢, dlaczego wyniki pomiarowe prezentowane na
Rys. 3 tak dobrze ukladaja sie na dopasowanej prostej. W tym przypadku potozenie
poczatkowe kulki tez fluktuuje o okolo 1 mm w pionie, ale teraz ta fluktuacja pojawia
sie jako poprawka do H i H — h w (13) bedacych rzedu 1m, a zatem podobnie jak w (25)
jest ona zaniedbywalna.

Podsumowujac, omawiany eksperyment zostal wykonany w trzech wersjach. Uzyskane
wyniki réznia sie dokladnoscia wyznaczenia wartosci przyspieszenia grawitacyjnego. Naj-
doktadniejszy z nich daje nam poprawna wartoS¢ przyspieszenia grawitacyjnego z nie-
pewnoscia wzgledna 0.6% liczona jako stosunek odchylenia standardowego wyniku do jego
wartosci. Pozostale dwa wyniki sa istotnie mniej doktadne, co zostalo przez nas szczegdtowo
wyttumaczone.

co pozwala nam uzyskac
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