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Ruchy Browna (S3) []

Celem ¢wiczenia jest bezposrednia obserwacja ruchéw Browna mikrokulek lateksowych w wodzie
oraz wyznaczenie statej Boltzmanna i statej Avogadro na podstawie ilosciowej analizy trajektorii
czastek brownowskich.

Zagadnienia do przygotowania:
- zasada ekwipartycji energii;
- btgdzenie przypadkowe;
- rownanie Smoluchowskiego-FEinsteina;
- stata Avogadro i jej zwigzek ze stalqg Boltzmanna;
- zasada dziatania mikroskopu optycznego;

Cwiczenia powiazane: M16, C7
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1. Elementarna teoria ruchéw Browna

Ruchy Browna. W 1827 roku Robert Brown obserwujac pod mikroskopem zawiesine pytkow
kwiatowych w wodzie zauwazyt, ze czastki zawiesiny znajdujg sie w nieustannymi nieuporzad-
kowanym ruchu. Zjawisko to wyttumaczyli niezaleznie Albert Einstein i Marian Smoluchowski
okoto 1905 roku na podstawie kinetycznej teorii materii. Chaotyczne ruchy, ktére zauwazyt
Brown, s wynikiem przypadkowych zderzen drobin zawiesiny z czasteczkami cieczy. Drobiny
cieczy poruszaja sie chaotycznie, stale zderzajac sie z czastka zawiesiny (np. pytku kwiatowego,
kropelek oleju, itp.), przekazujac jej pewien ped. Na skutek fluktuacji termicznych, zderzenia nie
zachodza réwnomiernie ze wszystkich stron - obserwowana czastka zawiesiny co chwile zmienia
kierunek, w ktérym sie porusza. Co wazne, trajektoria w réznych skalach czasowych wyglada
podobnie.

Bladzenie przypadkowe Rozwazmy ruchy Browna jako proces btadzenia przypadkoweg(ﬂi
ruchy czastki (np. malej kulki lateksowej w wodzie) w ciagu pewnych odstepéw czasu 7. Zakta-
damy, ze w czasie T czastka podlega bardzo wielu zderzeniom z czastkami wody. W rzeczywistosci
czas pomiedzy pojedynczymi zderzeniami jest niezwykle krotki i jest rzedu utamkoéw pikosekund.
Catkowite przemieszczenie czastki jest suma przemieszczen wykonanych w n krokach:

r = iqi. (1)

Jezeli bladzenie jest przypadkowe, to srednie przemieszczenie (usrednione po zespole wielu
czastek) bedzie zerowe:

n

(r) = <z qi> ~ @) =0 @)

i=1

Bardziej interesujace bedzie obliczenie nie $redniego przemieszczenie a $redniej odlegtosci na jaka
czastka oddali sie od punktu poczatkowego w n krokach. W tym celu obliczmy sredni kwadrat
przemieszczenia czastki po n krokach w duzej serii do$wiadczen:

@ ={(Lw))=(Su-a)-Caw-S@Taw 6

ij i=1 i#]

Srednia (¢?) mozemy oznaczy¢ jako pewna dodatnia stala a?, a poniewaz przemieszczenia w
kolejnych krokach sa od siebie niezalezne to (q; - q;) = 0. Otrzymujemy zatem:
a’t
(r*) = na®* = — = 6Dt. (4)
T
W powyzszym réwnaniu skorzystaliémy z faktu, ze t = nr oraz wprowadziliSmy nowa statg
D, tak zwana staly dyfuzji. Czynnik liczbowy wprowadzony jest ze wzgledéw historycznych.
Rownanie przedstawia bardzo wazng ceche ruchow Browna. Po czasie t czastka oddali sie
od potozenia poczatkowego na $rednig odlegtosé \/(r?) = v/6Dv/t.
Ruchy Browna w przestrzeni trojwymiarowej sa prostym ztozeniem jednowymiarowych bta-
dzen przypadkowych. Dlatego:

1
<r?>=<y’ >=< 2 >= 3 < r? >=2Dt. (5)

2Procesem stochastycznym stuzacym do opisu ruchéw Browna jest tzw. proces Wienera, ktéry jest granicznym
przypadkiem bladzenia przypadkowego.
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Réwnanie ruchu dla czastek Browna. By zwiazac¢ stala dyfuzji z mierzalnymi wielko$ciami
fizycznymi rozwazmy ruch jednowymiarowy w kierunku osi x i zapiszmy réwnanie ruchu dla
czastki w cieczy:

2x x
mth _ —’ygt L P, (6)
Sita dziatajaca na czastke sktada sie z dwoch cztondéw. Pierwszy z nich opisuje site oporu propor-
cjonalna do predkosci czastki czyli prawo Stokes’a (por. ¢wiczenie M16). Stata proporcjonalnosci
wynosi v = 6mnrg, gdzie n to lepkosé cieczy, a ry jest promieniem czastki. Drugi czton opisuje
fluktuacyjng czyli przypadkowa site dziatajaca na czastke. Rownanie @ zostalo zaproponowane
w 1908 roku przez Langevin’a i po dzisiejsze czasy jest podstawowym narzedziem stuzacym do
opisu dynamiki z sitami stochastycznymi.
Mnozac obydwie strony powyzszego rownania przez x oraz korzystajac z zaleznosci pochod-
nych:

T

oz~ o ot Tor T ot (7)

21)2 (1?2
P 0? (?) (83:)2 or 0O (7)
otrzymujemy réwnanie ruchu w postaci:

m O0%x? o (8:10)2 _ y0a?

2 o %) = 2 T (8)

Jezeli usrednimy po zespole identycznych czastek, to:

3o (5) ) =30 v .

Z réwnania (5)) wynika, ze 9(x?) /0t = 2D oraz 9*(z*) /0t* = 0 a przypadkowy charakter sity F,
oznacza, ze (Fyz) = 0. Dlatego réwnanie ruchu upraszcza sie od postaci:

m< <%§>2> = m(v?) = Dy. (10)

Korzystajac z zasady ekwipartycji energii mv?/2 = kt/2, ostatecznie otrzymujemy:

kT
Y

D , (11)

gdzie kg jest stala Boltzmanna, a T jest temperatura mieszaniny. Sredni kwadrat przemieszcze-
nia czgstki zawiesiny wynosi zatem:

B kBTt_ RT ;
"~ 3mrg 3mnroN

(@®) = () (12)

gdzie R jest stala gazowa (por. ¢wiczenie C7) a N jest liczba Avogadro. Sredni kwadrat prze-
mieszczenia czastki zawiesiny wzrasta wprost proporcjonalnie do temperatury roztworu i nie
zalezy od masy czastki. Ponadto, wraz ze wzrostem rozmiaréw czastki maleje intensywnosé
ruchow Browna. Roéwnanie ((12) nosi nazwe réwnania Einsteina-Smoluchowskiego. Rysunek
przedstawia przyktadowe, obserwowane co pewien czas At, potozenia kilku czastek lateksowych
w wodzie.
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Rysunek 1: Ruchy Browna. (a) Przyktadowe trajektorie kilku kulek lateksowych w wodzie
(ro = 500 nm). Polozenia poczatkowe zostaly przesuniete do poczatku uktadu wspétrzednych.
Calkowity czas obserwacji: 15 s. Czas pomiedzy obserwacjami At=80 ms. (b) Histogram prze-
mieszczen czastek w czasie At uzyskany na podstawie analizy wszystkich trajektorii. Czerwone
krzywe to dopasowane rozktady normalne.

Hipoteza ergodyczna Rdéwnania przedstawione w poprzednich paragrafach wymagaja licze-
nia $redniej po zespole czastek. Uzyskanie danych pomiarowych dla bardzo duzej liczby czastek
jest czasochtonne. By efektywnie wykonaé ¢wiczenie mozna skorzystaé z tzw. hipotezy ergo-
dycznej. Pozwala ona na zmiane sredniej po zespole na srednig po czasidﬂ Dlatego analize
ruchow Browna mozna przeprowadzi¢ nie tylko na podstawie obserwacji potozenia wielu cza-
steczek, ale takze na podstawie dtugich obserwacji pojedynczych trajektorii czastek. Tego typu
strategie przyjmuje sie w wiekszosci wspotezesnych eksperymentéw fizycznych i biofizycznych.
Rysunek (b) przedstawia histogram przemieszczen czgstek w czasie At uzyskany na podstawie
analizy wszystkich trajektorii.

2. Przebieg pomiarow

Uktad doswiadczalny sktada sie z mikroskopu optycznego z zamontowana do niego kamera cy-
frowa. Student ma do dyspozycji roztwér mikrokulek lateksowych o $rednicy 1 pm w wodzie
destylowanej, szkietka mikroskopowe z tezka, szkietka nakrywkowe oraz pipete. Przedstawiona
ponizej procedura pomiarowa pozwala na wykonania ¢wiczenia i przesledzenie trajektorii kilku
czastek z uzyciem programu Tracker w czasie jednych zaje¢ na I Pracowni Fizycznej.

Przygotowanie preparatu do obserwacji mikroskopowych Zawiesine nalezy doktadnie
wymieszac, przez okoto 2-3 min. Na szkietko podstawowe z tezka nalozy¢ jedng duza krople
zawiesiny i ostroznie przykry¢ szkietkiem nakrywkowym. Szkietko osuszyé. Wthozy¢ preparat
pod mikroskop i ustawi¢ ostry obraz czastek zawiesiny na ekranie monitora. Pomiary powinny
by¢ przeprowadzane z uzyciem obiektywu 100x, ale przed jego uzyciem warto uzyskaé¢ obraz

3Zapisuje si¢ to zwykle jako (z?) = 22. Dla uproszczenia notacji oba rodzaje $rednich zapisujemy tutaj w ten
sam sposéb, czyli z uzyciem (- - ).


https://physlets.org/tracker/
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mikrokulek z uzyciem obiektywu o mniejszym powigkszeniu. Podczas obserwacji biologicznych,
obiektyw 100x wymaga uzycia cieczy immersyjnej. W przypadku $ledzenia trajektorii czastek
nie jest to konieczne. Obraz czastek moze mie¢ jednak charakterystyczne “halo” dyfrakcyjne,
ktore nie utrudnia wyznaczania geometrycznego srodka kulki. W polu widzenia mikroskopu
powinno znajdowac sie co najwyzej kilka kulek. Kulki lateksowe znajduja sie w polu widzenia
od kilkunastu sekund do minuty. Uwaga: jezeli wida¢ skorelowany ruch czastek w jednym
kierunku, to jest on wynikiem pradéw w cieczy. Nalezy odczeka¢ 5-10 min. az one ustana.

Rejestracja trajektorii czastek W programie DLTcamviewer nagrac jeden lub kilka ok. 15
sekundowych filméw, tak by mozna byto dokonaé¢ analizy trajektorii kilku kulek. Uwaga: filmy
nagrywane sg w duzej rozdzielczosci i bez kompresji. Nagrywanie dhuzszych filméw bedzie mogto
sprawia¢ problem podczas ich analizy. Filmy najlepiej nagrywaé¢ w jak najwyzszej rozdzielczo-
Sci z jak najwickszym(!) czasem miedzy klatkami. Zalecanym trybem zbierania obrazu jest
tryb czarno/bialy. Czas akwizycji pojedynczej klatki musi by¢ nieco mniejszy niz czas miedzy
klatkami.

Sledzenie trajektorii Z uzyciem programu Tracker wgraé¢ po kolei nagrane filmy i przegle-
dzi¢ trajektorie poszczegélnych czastek tj. wyznaczy¢ ich polozenia x;,y; dla kolejnych czasow
t; ~ iAt - Rys. Sledzenie trajektorii mozna wykonaé¢ recznie lub za pomoca procedury
sledzenia automatycznego. Tracker wyznacza potozenie czastki jako “Srodek masy”. Uwaga:
automatyczne $ledzenie moze si¢ nie powie$¢ i trzeba je caly czas kontrolowaé. Szczegdltowa
instrukcja do obstugi programu Tracker jest umieszczona na komputerach pomiarowych. Pro-
gram Tracker jest oprogramowaniem typu open source i mozna analize dokonczy¢ na domowym
komputerze. Po zakonczeniu pomiaréw wyeksportowaé trajektorie do plikow tekstowych.
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Rysunek 2: Sledzenie trajektorii kulek lateksowych w wodzie z uzyciem programu Tracker. Na
filmach przedstawiono procedure $ledzenia (https://youtu.be/orBw6XvaJrw) oraz wynik dla
zespotu kulek (https://youtu.be/yNgXv8i3060)
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3.

Opracowanie wynikow

. Wezytaé pliki tekstowe do programu w ktérym beda one analizowane. Przeliczy¢ potozenia

z pikseli na rzeczywiste potozenia. Wzia¢ pod uwage, ze piksel kamery ma rozmiar 2.2 ym,
powiekszenie obiektywu zwykle wynosi 100x a pomniejszenie adaptera kamera-mikroskop
jest réwne 0.75x.

. Wyznaczy¢ éredni czas pomiedzy klatkami filmu At. Uwaga: w pojedynczych przypadkach

czas pomiedzy klatkami moze znacznie odbiega¢ od $redniej. Te dane mozna odrzuci¢. W
og6lnym przypadku, czas pomiedzy klatkami moze nieznacznie oscylowa¢ miedzy kilkoma
wartosciami. Mozna ten efekt zaniedbac i oszacowaé jaka niepewnosé ten efekt wprowadzi
do koncowych wynikow.

. Narysowaé¢ wykresy trajektorii x(t),y(t) oraz y(z) czastek Browna obserwowanych podczas

doswiadczenia.

. Dla kazdej trajektorii obliczy¢:

Ax; = x (iAt) —x ((1 — 1)At) (13)

czyli wielkos¢ przemieszczenia czastki w kazdym z krokéw. Narysowac histogramy prze-
mieszczen. W histogramie mozna skumulowa¢ wyniki otrzymane dla wszystkich czastek.

. Obliczy¢ wartosé srednig

(Az) = Nl_ ZI Az (14)

oraz Srednig kwadratu przemieszczenia:
1 N-1

(A2?) = N1 Z: Az? (15)

Analogiczne wielkosci obliczy¢ dla Ay. Wyniki usredni¢ po zespole czastek.

. Sprawdzi¢, czy w granicach bledu (Az) i (Ay) sa réwne zero. Na podstawie (Axz?) i

(Ay?) wyznaczy¢ stala Boltzmanna i stalag Avogadro. Zmienne (Ax?), (Ay?) oraz At
bezposrednio opowiadaja zmiennym (z?), (y*) oraz t z réwnania ((12)).

. Do sporzadzonych histograméw dopasowaé rozktad normalny o exp[—(z — p)?/(20?)].

Sprawdzi¢ czy parametry rozktadu normalnego (1 i 0?) odpowiadaja wyznaczonym weze-
$niej wielkosciom () oraz (Az?).

. Sprawdzi¢ jak zmienig si¢ wyniki jezeli przeanalizuje si¢ np. co czwarta klatke filmu tj.

At — 4AA¢L.
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