M21 Badanie mechanicznych uktadéw drgajcych

Cel éwiczenia

Celem¢wiczenia jest badanie ruchu harmonicznego na pazgké wahadta fizycznego oraz
przyblizenie pogcia drgaé wilasnych ukiadu na modelowym przyktadzie wahadet
sympatycznych (identyczne wahadta spane; uktad o dwoch stopniach swobody). Badana
jest zalenos¢ okresu drga wahadta fizycznego od wakim momentu bezwladrioi oraz
wyznaczane gokresy drga normalnych i cgstas¢ dudniéh w ruchu dwoéch jednakowych
wahadet sprzonych.

ZAGADNIENIA DO PRZYGOTOWANIA

- ruch harmoniczny, wiellk@i charakteryzujce ruch harmoniczny (okres, estGs¢,
amplituda, wychylenie), opis ruchu wahadta matewmtggo przy matych wychyleniach
Z potazenia rownowagi

- sita jako wektor, rozktad wektora na skitadowe

- definicia momentu bezwladdao, dyskusja zabtenosci momentu bezwiladrsoi od
rozktadu masy wzgblem osi obrotu

- opis ruchu wahadet spronych dla matych wychytez potazenia réwnowagi: drgania
normalne, dudnienia

W PROWADZENIE

PRZYSPIESZENIE, PRZY SPIESZENIE ZIEMSKIE

Przyépieszenie méwi nam jak zmieniag gpredkos¢ ruchu danego ciala w czasie.
Przyspieszeniegsrednie definiujemy jako stosunekzricy predkosci pocatkowej i kaicowej
(4Av=Vi-Vp) do czasu w jakim ciato s¢ poruszato. Zalimos¢ t¢ mazna zapis@wzorem:

a= Avit [1]
gdzie: a to przyspieszenie)v zmiana pgdkosci, t czas w jakim zaszta zmianaggkosci.
Przyspieszenie przedmiotu poruszeggo s¢ zalery od wartdci sity jaka wprawita przedmiot
w ruch, im weksza warté¢ sity tym wicksze przyspieszenie (zaktaglajze masa jest stata).
Oczywicie, jeli sita dziatapca na ciala o thej masie jest taka sama, pigieszenie
ci¢zszego ciala jest mniejsze. ZAmek pome¢dzy przyspieszeniem a gitvyrazé mozna za
pomoG wWzoru:

F=ma [2]

gdzie:F to sita anto masa ciata. Jest to 1l zasada dynamiki Newtona.

Pitka rzucona pionowo do gory porusza sbraz wolniej, gd¥ zwrot dziatajcej na
Nia Sity ciezkosci jest przeciwny do zwrotu gakaosci z jaka sie porusza. Ridkos¢ w ruchu do
gory maleje do osgniecia wartgci zero po czym pitka zaczyna spad& trakcie spadania
porusza & coraz szybciej (prapiesza), poniewazwrot sity cezkosci (w dot; w kierunku
ziemi) jest zgodny z kierunkiem qutkosci spadajcej pitki. Na Ziemi na danej szero®
geograficznej prz§pieszenie z jakim poruszacstiatlo w opisanym eksperymencie jest state
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I nazywane jest prapieszeniem ziemskimg). W naszej szerokoi geograficznej wynosi
ono 9,81 m/s Przypieszenie ziemskie nie zajeod masy prz§pieszanego ciata.

ENERGIA KINETYCZNA, ENERGIA POTENCJALNA;ENERGIA MECHANICZNA

Kazde poruszajce st ciato posiada energkinetyczn, ktéra zaley od jego masy i kwadratu
predkosci:

Ex= m#/2 [3]
gdzieEk to energia kinetycznan masa ciata & to predkos¢ ciata.
Z kolei energia potencjalna charakteryzuje zd@inoata do wykonywania pracy. Energia
potencjalna ciatadumlacego pod dziataniem sity grawitacji jest zala od jego poteenia. W
przyblizeniu wyrazé¢ mozemy to za pomecwzoru

E, =mgh [4]
gdzie Ep to energia potencjalna) masa cialag przyspieszenie ziemskid) wysoka¢ ciata
nad potaeniem przygtym umownie zd= 0.
Energia mechaniczna jest saranergii kinetycznej i energii potencjalnej ciatab( uktadu
cial). Gdy sity zewntrzne nie wykony pracy nad rozwaanym uktadem ciat, oraz
zaniedbamy dyssypacgnergii (np. tarcie, opor powietrza) to jego emergechaniczna nie
ulega zmianie (zasada zachowania energii mechagj)czn

RUCH HARMONICZNY
ZASADA ZACHOWANIA ENERGII MECHANICZNEJ W RUCHU HARMONICZNYM

Kazdy z nas zetksd si¢ z rozhgtam hwstawka, poruszagcym st dzwonem, drgagymi
strunami gitary czy membraribebna. § to przyktady ruchéw okresowych. zédi cialo w
regularnych odgpach czasu powraca do tego samegozawta@, ruch taki nazywamy ruchem
okresowym. Wana wielkoscia opisupca ruch okresowy jest jego eztotliwosé, czyli liczba
petnych cykli (np. wychylg dla wahadta) wykonywanych w agu kadej sekundy.
Czestotliwos¢ oznaczamy zwykle symboleify jej jednostk w ukiladzie Sl jesherc (Hz)
1Hz= 1/s. Czas w jakim wykonywane jest jedno petiiganie nazywamy okreser.
Zwiazek pom¢dzy czstotliwoscia a okresem ruch wyramy wzorem:

1

Interesugcym przykladem ruchu okresowego jest ruch harmariczw ktérym sita
powodupca ten ruch skierowana jest zawsze w kierunkuzgolia rownowagi, a jej warié
jest proporcjonalna do wychylenia. Amplitud nazywamy warté& bezwzgédng
maksymalnego wychylenia.
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Rys. 1Wahadto matematyczne.

Szczegolnym przypadkiem ruchu harmonicznego jest wahadta. Punkt materialny o masie
m (czyli ciato o masiem i bardzo matych rozmiarach) zawieszony na nietggieiej nici

o znikomej masie i diugai L, ktéry porusza si (drga) w jednej ptaszczgie pod wplywem
sity cigzkosci nazywamy wahadiem matematycznym. Po wychylenkat@ masam porusza
sig po tuku s (Rys. 1). W chwili, gdy wahadilo jest odchylone otbru o kt 8 sike

ciezkosci F , dziatajca na mas m mazemy roziayé na sktadow dziatajca wzdtuz nici Ify
(jest ona rownowaona przez naggenie nici) i sktadow do niej prostopadt Ifx. Przyczya

ruchu wahadta jest dziatanie sktadowej sityzkbsci F, (F, = mgsind), ktéra skierowana

jest stycznie do toru ruchu. Jest ona zawsze sk&ra w stroa potozenia rOwnowagi
i mozna wykaza, ze dla matych wychyie jej warta¢ jest proporcjonalna do wychylenia.
Ruch wahadta matematycznego jest przyktadem ruahmdnicznego.

Mozna pokazé, ze w zakresie matychakow (czyli wtedy, gdy ruch ten nmioa opiséa
jako ruch harmoniczny) okres drgawahadta matematycznego nie zgl@ni od masyn ani
od wychylenia pocgkowego (amplitudy drgg | wyraza sk wzorem:

T= 27T\/E . [6]
g

Druga zasag dynamiki Newtona (czylima = F) mazna dla oscylatora harmonicznego
zapis& w trocle innej postaci. Wiemyze prdkos¢ v jest pierwsz pochodr potazenia ciata
(v = dx/dt ), natomiast przipieszenie jest pierwgzpochodia predkosci (czylia = dv/dt) . Z
tego wynika,ze przypieszenie jest drugpochodr potazenia: @ = d*/dt?). Jednoczenie
wiemy, ze sita w ruchu harmonicznym jest proporcjonalnawdahylenia i przeciwnie do
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niego skierowanaH = -kx). Jezeli polaczymy te wyraenia przy pomocy drugiej zasady
dynamiki Newtona, otrzymamy:
md“x/dt® = -kx. [7]

Wyrazenie to, nazywane jest rbwnaniem oscylatora harozorigo. Spotkacie je jeszcze nie
raz. Rozwazaniem tego réwnania jest wyemie postacix(t) = Asin(wit)+Bcos(wt), gdzie
amplitudy A, i B sa pewnymi stalymi awy’ = k/m jest castdicia wlasm wahadta.
Alternatywnym i rownie dobrym sposobem zapisaniamigzania jestx(t) = Asin(ayt +9),
gdzie statymi g amplitudaA oraz fazad. tatwo zobacz§, ze to g prawidtowe rozwizania
wstawiajc je po prostu do rownania i sprawdgaje lewa strona rownania rownag grawej.

Pewnie s zastanawiacie, jak to¢sdzieje,ze raz piszemye czstas¢ oscylatora jest
réwnawy’ = kim, czyli zalezy od masy, natomiast wcieej twierdzilismy, ze okres wahadta
matematycznego od masy nie zgle Bez podawania szczegbétowego wyprowadzenia,
maozemy powiedzié, ze statak w przypadku wahadta matematycznego wynkst: mg/l, a
role wychyleniax petni kat wychylenia®. Dlaczego tak jest, nioa przeczytaw wigkszaci
podrcznikdw do fizyki, np. w [1] i [2].

Rzeczywiste wahadto, nazywane zwykle wahadlem #fmym, mae mig
skomplikowany rozkiad masy. Na Rys. 2 przedstawiaostato przykiadowe wahadto
fizyczne odchylone od pionu aikd. Sita ckzkosci F przytozona jest wérodku cizkosci C
znajdupcym sk w odlegtaci h od osi obrotlO.
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Rys. 2.Wahadlo fizyczne

Mozna wykazd, ze okres ruchu wahadta fizycznego wyaat wzorem

—om |
T2 [8]

gdziel jest momentem bezwiadéw.

Energia oscylatora liniowego, czyli wahadta matermatggo i fizycznego, zmienia
si¢ wciaz z energii kinetycznej w potencjaln z powrotem, podczas gdy ich suma- energia
mechaniczn& oscylatora — pozostaje stata. Schematycznie piaeidsto Rys. 3.
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=1

Rys. 3Zmiana energii kinetycznej w potencjaldla uktadu wahadto- Ziemia.

WAHADLA SPRZEZONE
DRGANIA NORMALNE, DUDNIENIA

Rozwamy dwa identyczne wahadta fizyczne, quaione spgzyna, ktéra umaliwi
przekaz energii od jednego wahadta do drugiego.(BysWVahadta zawieszong w takiej
odlegtcici, ze dla potaenia réwnowagi spryna nie jest rozagnicta. Ograniczymy situtaj
do drga o niewielkich wychyleniach z patenia rownowagi, tak aby mpa je byto
rozwazat jako drgania harmoniczne. Uktad taki nazywamy viddnai sprzzonymi.
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Rys. 4Wahadta sprzone

Dwa wahadta spezone g przyktadem uktadu o dwdch stopniach swobody, ktpisa
mozemy dwoma zmiennymi niezaleymi: najwygodniej ktem wychylenia kadego
z wahadet z potenia roéwnowagi. Uktad spgzonych wahadet charakteryzuije ¢ si
szczegOlnymi rodzajami drgazwanymi drganiami wtasnymi,atlz normalnymi. Drganiami
normalnymi nazywamy taki ruch wahadet, w ktérym ystkie wahadta drgajz ta samy
czestascia, a wychylenia wykazyjustalon relacg fazows, np. wychylenia wahadeh gakie
same. W ogdlngi taki ukitad fizyczny ma tyle rodzajow drgavtasnych, ile jest zmiennych
niezalenych opisujcych jego ruch. Dowolne drganie pojedynczego elémaktadu mana
opis& jako pewmn kombinacg drgar normalnych, czyli ich superpozyqgjztozenie).

Dla wahadet sympatycznych (dwa identyczne wahagtaesone), ktére s uktadem
o dwéch stopniach swobody, istniefiwa rodzaje drganormalnych. Nas interesuje, jak
zobaczy te drgania w ruchu naszych wahadet, opisywanyrezpkaty wychylenia wahadet
z potazenia rébwnowagi (zmienng_i ¢,; Rys. 4). Innymi stowy, chcemy wiedZiejak
wprawic w ruch dwa jednakowe wahadta sprane, aby wykonywaty I-sze lub II-gie drganie
normalne. Wahadta sprzone wykonu |-sze drganie normalne, gdy A&k z nich drga
z cxstaécia wy = w, (@), jest czstdécia drgaxr swobodnych pojedynczego wahadta) , przy

czym w dowolnej chwilig, = ¢, (wahadta drgajw zgodnej fazie). Wahadta wykomnuj-gie
drganie normalne, gdy kde z nich drga z g&tcicia w, spetniajca rownaniew,” = af + 2Kk
(k jest stad charakteryzujca uktad wahadet) i w kalej chwili ¢, = -¢, (wahadta drgaj

w przeciwnych fazach).

W przypadku, gdy dwa drggije jednakowe wahadla spfpne nie wykonuyj drga
normalnych obserwujemy tzw. dudnienia, polegaj na okresowym wzmacnianiu i
wygaszaniu amplitudy drgania wgjowego. Dudnieniaaswynikiem ztazenia (superpozycji)
drgaa normalnych tego uktadu. Ruch wahadet jest opigamgzszymi rownaniami:

-~ +
¢.(t) = gcoswlt +§cosw2t = Acos(2 5 el t) cos(a“2 5 ! t) = A4 (t) cosaw,t

[9]

-~ +
@, (t) = gcosa)lt —gcosa)zt = Asin(w2 5 “ t)sin(a)2 5 “ t) = A (t)sinw,t
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Badapc zachowanie wahadet na podstawie pzszych rowna, mazemy powiedzié, ze
kazde z nich podlega zjawisku dudhie taky samy czstciciacw,. Jednake, gdy jedno z

wahadet ma maksymalne wychylenie, drugie w tym muoieejest nieruchome. Naghie
amplituda pierwszego wahadta stopniowo maleje ugidgo rénie, & sytuacja si odwrdci.
Potem wychylenie drugiego wahadta stopniowo malajgierwszego €mie... itd., przy
czym zalenaosci pomidzy odpowiednimi okresami i ggtasciami @ naspujace:

wd:2_72 Wy =W, — Ty = Lk

= [10]
Td Tl - Tz

Zjawisko dudnié dwdéch jednakowych wahadet spipnych jest bardzo tadnym przyktadem
przekazu energii. W przypadku, gdy nie ma stratgineahadta na zmianprzekazuj sobie
stopniowo cat energg¢ i przekaz ten odbywaesk czstaicia dudnie.

PRZEBIEG CWICZENIA

UKLAD POMIAROWY

W sktad uktadu pomiarowego wchagz

- dwa wahadta fizyczne

- sprzyna (jako uradzenie sprggajace wahadta)

- oraz przyrady: przymiar metrowy, suwmiarka i stoper

PRZEBIEG POMIAROW

Wykonaj pomiar okresu drgaswobodnych pojedynczego wahadta macumas
obciazajaca w kilku réznych odlegtéciach od osi obrotu. Po zaktzeniu tej serii pomiaréw
zamocuj masy obgiajace tak, aby otrzynmtadwa jednakowe wahadta (o takich samych
okresach). Patz wahadta za pomacsprzyny zamocowanej w potowie diugm wahadet.
Wykonaj pomiar czasu trwania okresOw I|-szego iidlgp drgania normalnego. Wykonaj
pomiar czasu okresu dudnie

WSKAZOWKI DO OPRACOWANIA WYNIKOW

Wyznacz okresy drgawahadet swobodnych oraz oszacuj ich niepésin@astanéw
sig, O maesz powiedzieé o zalenosci okresu drga od momentu bezwladdo wahadta
fizycznego. Wyka, ze wahadta zywane w drugiej agci doswiadczenia mgesz uwaac za
jednakowe. (Sprawdczy okresy ich drgasa zgodne w granicach niepew&ed. Wyznacz
czestoéci I-szego i ll-giego drgania normalnego orazesta¢ dudniéd i oszacuj ich
niepewndci. Sprawd, czy uzyskane wynikiaszgodne z przewidywaniami teoretycznymi.
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